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3 Evolución Temporal y Función de Green

4 La Construcción de la Integral de Caminos

5 Fluctuaciones y Fórmulas Exactas
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1933: La Semilla de Dirac

En 1933, P.A.M. Dirac publicó un art́ıculo titulado ”The Lagrangian in Quantum
Mechanics”.

Dirac notó que la mecánica cuántica de
Heisenberg y Schrödinger estaba basada
enteramente en el Hamiltoniano.

Él se preguntó si exist́ıa una formulación
análoga basada en el Lagrangiano (y
por ende, en el Principio de Mı́nima
Acción), que es más natural para la
relatividad.

Llegó a una conclusión cŕıptica: el
operador de evolución “corresponde a” la
exponencial de la acción:

⟨qt|qT ⟩ ∼ exp

[
i

ℏ

∫ t

T

Ldt

]
(1) Figura: Art́ıculo original de Dirac. [1]
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1948: Feynman resuelve el rompecabezas

Durante una charla casual, el f́ısico Herbert Jehle le mencionó a Richard Feynman
el art́ıculo de Dirac. Feynman, obsesionado con la acción clásica, se preguntó:
¿Qué significa exactamente “corresponde a”?

Figura: El salto conceptual de Feynman. [2]

Feynman se dio cuenta: Para
ir de A a B, la part́ıcula no
toma una sola trayectoria.

Feynman postuló que la
amplitud total es la suma
sobre todos los caminos
posibles, naciendo aśı su
paper de 1948: ”Space-Time
Approach to Non-Relativistic
Quantum Mechanics”.
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Mecánica Clásica y la Acción

Mecánica Clásica: Una part́ıcula sigue una única trayectoria xcl(t).

Está determinada por el Principio de Ḿınima Acción (δS = 0), donde la
Acción S es la integral del Lagrangiano L = T − V :

S[x(t)] =

∫ tf

ti

(
1

2
mẋ2 − V (x)

)
dt (2)

Acciones Clásicas de Referencia (las usaremos luego):

Part́ıcula Libre (V = 0):

Scl =
m(xf − xi)

2

2(tf − ti)
(3)

Oscilador Armónico (V = 1
2mω

2x2, con T = tf − ti):

Scl =
mω

2 sin(ωT )

[
(x2f + x2i ) cos(ωT )− 2xfxi

]
(4)
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Mecánica Cuántica y el Enfoque de Feynman

Mecánica Cuántica (Schrödinger): Una part́ıcula es descrita por una
función de onda ψ(x, t) que evoluciona deterministamente v́ıa:

iℏ
∂ψ

∂t
= Ĥψ (5)

Feynman propuso reconciliar la visión cuántica con el principio de acción clásico
postulando que el sistema cuántico toma todos los caminos posibles
simultáneamente.

Figura: Suma sobre historias. [3]
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Mecánica Cuántica (Schrödinger): Una part́ıcula es descrita por una
función de onda ψ(x, t) que evoluciona deterministamente v́ıa:

iℏ
∂ψ

∂t
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La Intuición: Interferencia de Fases

¿Cómo emerge la única trayectoria clásica de infinitas trayectorias
cuánticas?

Cada camino contribuye con la misma amplitud (magnitud 1) a la
probabilidad total, pero con una fase diferente dictada por su acción:
e

i
ℏS[x(t)].

Caminos alejados de la trayectoria clásica: La acción S vaŕıa rápidamente
de un camino a otro. Las fases oscilan violentamente (ℏ es muy pequeño)
apuntando en todas direcciones =⇒ Interferencia Destructiva.

Caminos cercanos a la trayectoria clásica: Por el principio de Hamilton,
δS = 0. Los caminos vecinos tienen casi la misma acción y, por tanto, casi la
misma fase =⇒ Interferencia Constructiva.

En el ĺımite macroscópico (S ≫ ℏ), la cancelación es tan severa que solo
observamos el haz infinitesimal alrededor de la trayectoria clásica.
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3 Evolución Temporal y Función de Green

4 La Construcción de la Integral de Caminos

5 Fluctuaciones y Fórmulas Exactas
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Teoŕıa General: ¿Qué es una Función de Green?

En matemáticas, si tenemos un operador diferencial lineal L y queremos resolver
una ecuación de la forma Lu(x) = f(x), introducimos la Función de Green
G(x, x′).

G representa la respuesta del sistema a un “impulso puntual” o perturbación en x′:

LG(x, x′) = δ(x− x′) (6)

El Poder de Superposición: Dado que la fuente f(x) se puede escribir como

una suma continua de impulsos (f(x) =
∫
f(x′)δ(x− x′)dx′), la solución general

del sistema es la superposición de las respuestas:

u(x) =

∫
G(x, x′)f(x′)dx′ (7)

Esta herramienta es universal: se usa en electrostática (∇2ϕ = −ρ/ϵ0),
propagación del calor y acústica.
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El Operador U(t) y el Propagador de Feynman

En mecánica cuántica, queremos evolucionar una función de onda:
|ψ(tf )⟩ = U(tf , ti)|ψ(ti)⟩. Con un Hamiltoniano constante, el operador abstracto

es U(tf , ti) = e−
i
ℏ Ĥ(tf−ti).

Feynman definió el Propagador o Núcleo K(xf , tf ;xi, ti) como el elemento de
matriz (el producto escalar) de este operador en la base de posición:

K(xf , tf ;xi, ti) = ⟨xf |U(tf , ti)|xi⟩ (8)

F́ısicamente, es la amplitud de probabilidad de que una part́ıcula viaje de (xi, ti) a
(xf , tf ). La función de onda evoluciona mediante:

ψ(xf , tf ) =

∫ ∞

−∞
K(xf , tf ;xi, ti)ψ(xi, ti)dxi (9)

Notar la similitud: La ecuación anterior tiene la estructura exacta de la solución
mediante Funciones de Green

A. F. Espinoza Q. (Academia Atómica, UTalca) Path Integrals y Propagador de Feynman 29 de marzo de 2026 12 / 35



La Relación Exacta con la Función de Green Cuántica

Para la ecuación de Schrödinger, el operador diferencial es L = iℏ ∂
∂t − Ĥ. Su

Función de Green G(x, t;x′, t′) obedece a un impulso tanto en el espacio como en
el tiempo: (

iℏ
∂

∂t
− Ĥ

)
G(x, t;x′, t′) = δ(x− x′)δ(t− t′) (10)

¿Cómo se relaciona G con el Propagador de Feynman K? Exigimos

causalidad : el sistema solo evoluciona hacia el futuro. Añadimos la función escalón
de Heaviside Θ(t− t′). La relación exacta es:

G(x, t;x′, t′) = − i

ℏ
Θ(t− t′)K(x, t;x′, t′) (11)

El factor −i/ℏ es necesario porque al aplicar la derivada temporal ∂t a la función escalón Θ, se
genera la δ(t− t′) que exige la definición de Green.
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Discretización del Tiempo

El método clave es dividir el intervalo de tiempo (tf − ti) en N pequeños pasos ϵ:

ϵ =
tf − ti
N

, tj = ti + jϵ (12)

t

x

ti tft1 tN−1

Un camino posible

Figura: Esquema estándar.

Figura: Discretización original de Feynman.
Ejes invertidos. [3]
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Uso de Relaciones de Completitud

Usamos la propiedad del operador de evolución. El viaje total es el producto de N
saltos infinitesimales:

U(tf , ti) = U(tN , tN−1)U(tN−1, tN−2) . . . U(t1, t0) (13)

Insertamos N − 1 relaciones de completitud de la posición,
∫
dx|x⟩⟨x| = I, entre

cada par de operadores:

⟨xN |U(tN , t0)|x0⟩ =
∫

· · ·
∫

⟨xN |U(tN , tN−1)|xN−1⟩ . . . ⟨x1|U(t1, t0)|x0⟩dxN−1 . . . dx1

(14)

Hemos descompuesto el propagador macroscópico en un producto de muchos

propagadores infinitesimales: Kϵ = ⟨xj+1|e−
i
ℏ Ĥϵ|xj⟩.
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El Propagador Infinitesimal (Derivación Limpia)

Consideremos el Hamiltoniano Ĥ = p̂2

2m + V (x̂). Para ϵ→ 0, podemos separar la
exponencial (aproximación de Trotter):

e
− iϵ

ℏ

(
p̂2

2m+V (x̂)
)
≈ e−

iϵ
ℏ V (x̂)e−

iϵ
ℏ

p̂2

2m (15)

Evaluamos el elemento de matriz ⟨xj+1| . . . |xj⟩. El potencial actúa sobre |xj+1⟩
(o |xj⟩) sacando su autovalor escalar V (xj):

⟨xj+1|e−
iϵ
ℏ Ĥ |xj⟩ ≈ e−

iϵ
ℏ V (xj)⟨xj+1|e−

iϵ
ℏ

p̂2

2m |xj⟩ (16)

Para resolver la parte cinética, insertamos la completitud del momento∫
dp|p⟩⟨p| = I y usamos ⟨x|p⟩ = 1√

2πℏe
ipx/ℏ:

Kϵ ≈ e−
iϵ
ℏ V (xj)

∫ ∞

−∞

dpj
2πℏ

e
ipj(xj+1−xj)

ℏ e−
iϵ

2mℏp2
j (17)
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A. F. Espinoza Q. (Academia Atómica, UTalca) Path Integrals y Propagador de Feynman 29 de marzo de 2026 17 / 35



El Propagador Infinitesimal (Derivación Limpia)

Consideremos el Hamiltoniano Ĥ = p̂2
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(o |xj⟩) sacando su autovalor escalar V (xj):

⟨xj+1|e−
iϵ
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A. F. Espinoza Q. (Academia Atómica, UTalca) Path Integrals y Propagador de Feynman 29 de marzo de 2026 17 / 35



La Integral de Gauss: El Bloque de Construcción

Agrupando la integral sobre el momento pj :∫ ∞

−∞

dpj
2πℏ

e−
iϵ

2mℏp2
j+

i(xj+1−xj)

ℏ pj (18)

Esta integral es puramente Gaussiana, de la forma
∫
e−au2+budu =

√
π
a e

b2

4a .

Este paso es el corazón anaĺıtico de la formulación. [4] Al resolverla, emerge

mágicamente la velocidad al cuadrado
(

xj+1−xj

ϵ

)2

y un factor pre-exponencial:

Propagador en un instante ϵ

Kϵ =
( m

2πiℏϵ

)1/2

exp

{
i

ℏ
ϵ

[
m

2

(
xj+1 − xj

ϵ

)2

− V (xj)

]}
(19)
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El Resultado Continuo: La Medida y la Acción

Sustituyendo el resultado infinitesimal en las N − 1 integrales de posición.

K(xf , tf ;xi, ti) = ĺım
N→∞

(
m

2πiℏϵ
)N

2
∫
· · ·

∫
exp

{
i
ℏ

N−1∑
j=0

ϵ
[
m
2

(
∆x
ϵ

)2 − V (xj)
]}

dxN−1 . . . dx1

(20)

En el ĺımite ϵ→ 0, la suma en el exponente se convierte rigurosamente en la
Acción Clásica S:

ĺım
ϵ→0

N−1∑
j=0

ϵ
[m
2
ẋ2 − V (x)

]
=

∫ tf

ti

L(x, ẋ)dt = S[x(t)] (21)

Agrupamos los infinitos diferenciales dxi y la constante infinita en la Medida de
Integración Funcional D [x(t)]:

K(xf , tf ;xi, ti) =

∫ x(tf )=xf

x(ti)=xi

D [x(t)]e
i
ℏS[x(t)] (22)
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El Camino Clásico como Eje Central

Podemos reescribir matemáticamente CUALQUIER trayectoria cuántica x(t)
como el camino clásico exacto xcl(t) más una fluctuación o “ruido cuántico” η(t):

x(t) = xcl(t) + η(t) (23)

Como todos los caminos empiezan y terminan en los mismos puntos, la
fluctuación debe ser nula en los extremos: η(ti) = η(tf ) = 0.

Si expandimos la

acción S en serie de Taylor funcional alrededor de xcl:

S[xcl + η] = S[xcl] + δS[xcl]︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
δ2S[η] + . . . (24)

¡El término lineal se anula gracias al Principio de Mı́nima Acción! La integral de
caminos se factoriza:

K = e
i
ℏScl

∫
D [η]e

i
ℏ (Términos cuadráticos y sup. en η) (25)

A. F. Espinoza Q. (Academia Atómica, UTalca) Path Integrals y Propagador de Feynman 29 de marzo de 2026 21 / 35



El Camino Clásico como Eje Central
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Potenciales Cuadráticos y Fórmula de Van Vleck

Si el potencial V (x) es a lo sumo cuadrático (part́ıcula libre, oscilador armónico),
la expansión de S se trunca exactamente en el segundo orden. La integral
funcional sobre η(t) es otra gaussiana, y su resultado es un factor preexponencial
F que depende solo del tiempo total T = tf − ti.

K(xf , tf ;xi, ti) = F (T )e
i
ℏScl(xf ,xi,T ) (26)

Fórmula de Van Vleck - Pauli - Morette [4]: Nos dice que F (T ) está ligada a

cómo vaŕıa la acción clásica al cambiar los extremos (una segunda derivada
cruzada):

F (T ) =

√
i

2πℏ
∂2Scl

∂xf∂xi
(27)
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Fórmula de Gelfand - Yaglom

La fórmula de Van Vleck requiere calcular primero la acción clásica exacta.
Gelfand y Yaglom propusieron un método alternativo resolviendo una simple
ecuación diferencial ordinaria.

El factor de fluctuación es F (T ) =
√

m
2πiℏf(T ) , donde la función f(t) obedece la

ecuación clásica para variaciones (Ecuación de Jacobi), evaluada con condiciones
iniciales espećıficas:

−d
2f

dt2
− V ′′(xcl)f(t) = 0, con f(0) = 0, ḟ(0) = 1 (28)

Ejemplo Rápido: Part́ıcula Libre (V = 0 =⇒ V ′′ = 0)

La ecuación diferencial se reduce a f̈ = 0, cuya solución es una recta
f(t) = At+B. Aplicando las condiciones iniciales, obtenemos simplemente
f(t) = t. Al evaluar en el tiempo final T , el factor queda:

F (T ) =

√
m

2πiℏT
Recuperamos el mismo prefactor libre que teńıamos
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A. F. Espinoza Q. (Academia Atómica, UTalca) Path Integrals y Propagador de Feynman 29 de marzo de 2026 24 / 35



El Propagador de la Part́ıcula Libre

Recuperemos la acción clásica de la part́ıcula libre que vimos antes:

Scl =
m(xf − xi)

2

2(tf − ti)
(29)

Aplicando la fórmula de Van Vleck, la segunda derivada cruzada ∂xf
∂xiScl da

simplemente −m/(tf − ti). Sustituyendo, obtenemos el propagador exacto:

Propagador Part́ıcula Libre

Klibre =

√
m

2πiℏ(tf − ti)
exp

{
im(xf − xi)

2

2ℏ(tf − ti)

}
(30)

Notar cómo al hacer el ĺımite (tf → ti), la gaussiana compleja se contrae
infinitamente, recuperando la condición inicial de la Función de Green:
K → δ(xf − xi).
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El Propagador del Oscilador Armónico

Con la acción clásica del oscilador armónico y evaluando el determinante de las
fluctuaciones cuánticas η(t), el propagador anaĺıtico es:

Kosc =
√

mω
2πiℏ sin(ωT ) exp

{
imω

2ℏ sin(ωT )

[
(x2f + x2i ) cos(ωT )− 2xfxi

]}
(31)

Consistencia F́ısica: Si tomamos el ĺımite de frecuencia cero (ω → 0), sabiendo
que sin(ωT ) ≈ ωT y cos(ωT ) ≈ 1, la ecuación colapsa instantánea y
perfectamente en el propagador de la part́ıcula libre. [4]
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El Objetivo Final

Para cerrar el ćırculo de equivalencia, se demostrará que la propagación
infinitesimal de la función de onda dictada por Feynman recupera la Ecuación de
Schrödinger.

ψ(x, t+ ϵ) =

∫ ∞

−∞
K(x, t+ ϵ;x′, t)ψ(x′, t)dx′ (32)

Sustituimos el Kϵ de Feynman:

ψ(x, t+ ϵ) =

√
m

2πiℏϵ

∫ ∞

−∞
dx′ e

i
ℏ ϵ

[
m(x−x′)2

2ϵ2
−V

(
x+x′

2

)]
ψ(x′, t) (33)
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Cambio de Variable y Expansión

Hacemos el cambio de variable espacial x′ = x+ η. (Nota: esta η es una
coordenada de integración, no la fluctuación temporal anterior).

ψ(x, t+ ϵ) =

√
m

2πiℏϵ

∫ ∞

−∞
dη e

imη2

2ℏϵ e−
iϵ
ℏ V (x+ η

2 )ψ(x+ η, t) (34)

Como el término eimη2/2ℏϵ oscila infinitamente rápido para η grande, solo las
regiones donde η es pequeña contribuyen. Expandimos en series de Taylor:

En tiempo (ϵ):

ψ(t+ ϵ) ≈ ψ + ϵ
∂ψ

∂t
(35)

e−
iϵ
ℏ V ≈ 1− iϵ

ℏ
V (x) (36)

En espacio (η):

ψ(x+ η) ≈ ψ + η
∂ψ

∂x
+
η2

2

∂2ψ

∂x2
(37)
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Uso de Integrales de Gauss y Resultado

Sustituyendo las series y multiplicando términos hasta orden O(ϵ), el lado derecho

requiere resolver integrales gaussianas de la forma
∫
ηneimη2/2ℏϵdη:

Para n = 0: Da
√
2πiℏϵ/m, que cancela exactamente el prefactor.

Para n = 1: Da 0, porque la función es impar.

Para n = 2: Da
(
iℏϵ
m

)
× (prefactor).

Al reemplazar estos resultados y cancelar ψ(x, t) en ambos lados, obtenemos:

ϵ
∂ψ

∂t
=

1

2

(
iℏϵ
m

)
∂2ψ

∂x2
− iϵ

ℏ
V (x)ψ (38)

Dividiendo todo por ϵ y multiplicando por iℏ, emerge el resultado:

Ecuación de Schrödinger

iℏ
∂ψ

∂t
= − ℏ2

2m

∂2ψ

∂x2
+ V (x)ψ (39)
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Un Nuevo Marco para la Cuántica

Equivalencia: El propagador funcional de Feynman no es una teoŕıa
alternativa, es rigurosamente equivalente a la mecánica de Schrödinger y
Heisenberg.

Ĺımite Clásico Entendido: La mecánica clásica emerge de la cuántica
puramente por interferencia de fases.

Generalización y QFT: Este marco centrado en el Lagrangiano es
infinitamente superior para tratar la invariancia de Lorentz, haciéndolo el pilar
de la Teoŕıa Cuántica de Campos moderna y el Modelo Estándar.
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¿Preguntas?

. . . y gracias por su atención.
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